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Ubungen zur Vorlesung
~Mathematik im Querschnitt

-Losungsvorschlag-
1. a) Aus
1 1 r 2
m=-ry+r < m:m-(—y—i-l) = y:—m—Q
2 2 T
ergibt sich fiir
m=0: Sy={(z,y) €ER*|z=0Vy=-2}
_loog 2, — L _
m= 7 S%—{(x,y)ER]y 5 2}
_log 2= _L_
m=g: S%—{(az,y)ERw - 2}
2
—_— . — 2 _ — —
m=1: Sl—{(x,y)eR]y—x 2}

b) Die folgende Graphik zeigt Sy (griin), Si (gelb), S% (blau), S; (gold), das Richtungsfeld der

Differentialgleichung (die Pfeilspitzen und die unterschiedliche Linge der Linienelemente sind
zu ignorieren), sowie den Graphen der Losung der Differentialgleichung mit Startbedingung

»(0) = —% (rot).
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c¢) Bei (%) handelt es sich um eine lineare DGL 1. Ordnung mit

1
a(x) = o% T eR

und



Die allgemeine Losung der homogenen DGL sieht nach Satz 2.4 a) folgendermafien aus:
pele) = c ¥ s R,

Fine partikuldre Losung der inhomogenen DGL ist:

wobel u(z),z € R, eine Stammfunktion zu h(z) =z - e g€ R, ist, also z.B.

u(z) = —267?2, x €R.

Damit ist  ¢p,(z) = —2e “e17’ = _2 1z € R, eine partikulire Loésung von (x).

Somit ist die allgemeine Losung von (x):

1
-3

o(z) = pe(x) + pp(z) = cei”™ —2, z€R, mit ceR.
Hier handelt es sich um eine homogene lineare DGL 1. Ordnung ¢’ = a(z) - y mit
a:]—o0,00 — R, a(x)zl—l—%.
Fine Stammfunktion zu «a ist
A(z) =z +2In |z, x €] — 00,0/

Damit ist die allgemeine Losung der DGL nach 2.4 der Vorlesung

2

Ax) _ ol = . et . 22,

em+2 In

pelr)=c-e c- x €] —00,0],

mit ¢ € R beliebig. Die maximalen Losungen, deren Graph im Innern des 2. Quadranten
verlduft, sind dann also
QDC('I):C'G O QTG]—O0,0[,
mit ¢ > 0.
Mit £ < 0 und y > 0 ist

2 2
y=(1+2)y=0 = 1+--0 = a=-2
xr xr

fiir jede (maximale) Losung ¢ :] — 00,0 — R, deren Graph im Innern der 2. Quadranten
verlduft, ist also

5 > 0, fir xz €] — 00, —2|

o' (z) = <1 + —) cp(=2) < =0, fiirz=-2
T/ N~
>0 <0, firx €] —2,0[.

Damit ist ¢ streng monoton wachsend auf | — co, —2] und streng monoton fallend auf [—2, 0].
Also hat ¢ in xy = —2 ein lokales (sogar globales) Maximum.

ODER SO:

Sei ¢ :] — 00,0] — R eine (maximale) Losung ¢, deren Graph im Innern der 2. Quadranten
verlduft. Dann zeigt die DGL, dafl ¢ sogar zweimal differenzierbar ist mit (Produktregel!)

#'(0) = = o)+ (14 2) @),z €]~ o000

Ferner gilt fiir z < 0

¢ (x) =0 = x=-2
und ¢"(-2) = —(722)2 - (—2) < 0. Also hat ¢ in xyp = —2 ein lokales (sogar globales)

>0
Maximum.



3. Bei ¥ = —e *y handelt es sich um eine homogene lineare DGL 1. Ordnung mit der stetigen

Funktion
X

a:R—->R, a(r)=—e"

Da
A:R—-R, A(z)=—¢€",

eine Stammfunktion von a ist, ist nach Satz 2.4

Az) _ Cefe’”,

e :R=>R, ¢(z)=ce

fiir ¢ € R die allgemeine Losung von y' = a(z)y. Wegen

e 1

0e(0)==1 <= ce ® =-1 <= ce " =-1 <= c=—e

ist die Funktion
eac

p:R>R, pz)=—e-e ¢,
die Losung des gestellten Anfangswertproblems.

Zur Bestimmung des Wertebereichs W,, = ¢(R) verwenden wir die bekannten Eigenschaften der
Exponentialfunktion: wegen

{e" |z € R} =]0,00], also {—€e" |z € R} =]—00,0],
ergibt sich
{e_ex |z e R} =]0,1[, also @(R):{—e-e_ex |z e R} =]—e,0[.
4. Die gegebene Differentialgleichung (wir schreiben kurz y statt y(z), und ¢’ statt y/(z))

y' cos(z) — 2ysin(z) = z, x €] — g,

T
5l
1Bt sich, weil cosz # 0 fiir x €] — T, §[=: I, dquivalent umformen zu
sinz x
y' =2 -y ,  xzel (%)
cosx cosx

Es liegt also eine inhomogene lineare DGL 1. Ordnung vor mit den stetigen Funktionen

a:I — R, a(x)=2 ST 2tan z,
cosx
b: 1 — R, a(z)= x
cos T
Wir betrachten zuerst die homogene lineare DGL
yI:2SIDx. 7 cel (*0)
cos x
Allgemeine Losung von (xq):
Eine Stammfunktion A von a ist
1
Alz) = —21 — 9] — 1 2 :1( ) el
(x) n | cos x| n(cos ) n ((cosz)™?) n{ sy x
Damit ist die allgemeine Losung von (xq)
cp(x):ceA(”C):c(L) rzel
¢ cos?x/)’ '



fiir beliebiges ¢ € R.

Partikuldre Losung von (%):

Fiir eine partikulire Losung ¢, von (*) machen wir den Ansatz ¢,(z) = u(z)e(®). Dabei ist u eine
Stammfunktion zu

T 1 1 T 1 T
-~ e n( 2 ): = -coslx =x-cosz, ze€l.

cos“ T

cos T cosr  In(-L) cosw
e cos“ x

h(z) := b(x) e @) =

Partielle Integration liefert
/x -cosrdr = [x . sinx] - /1 -sinzdx = xsinx +cosz + C,

also ist (z.B.) w(x) =zsinx + cosz, = € I, eine Stammfunktion von h.

Damit ist 1
= L eA®) — (i . I

op(x) =u(z)-e (zsinx + cos x) o2y TEL
eine partikuldre Losung von (x).
Allgemeine Losung von (x):
Nach 2.4 ist dann

1
o(x) = c(z) + @p(x) = ¢ (cos2x> + (xsinx 4 cos x) - o el,

fiir beliebiges ¢ € R, die allgemeine Losung von (x).



